
 

ΒΑΓΓΕΛΗΣ ΧΥΦΑΣ 

Δίνεηαι ηεηπάπλεςπο  ABCD  εγγεγπαμμένο ζε κύκλο )R,O(c  και έζηυ K , L , M , N , S , 

T  ηα μέζα ηυν AB , BC , CD , AD , AC  και   BD  ανηίζηοισα. Αποδείξηε όηι ηα κένηπα 

ηυν πεπιγεγπαμμένυν κύκλυν ηυν ηπιγώνυν KLS , LMT , MNS  και NKT  οπίζοςν 

εγγπάτιμο ηεηπάπλεςπο όμοιο ππορ ηο ABCD . 

Λύζη 

Έζησ 1c , 2c , 3c , 4c  νη πεξηγεγξακκέλνη θύθινη ησλ ηξηγώλσλ KLS , LMT , MNS  θαη NKT  

αληίζηνηρα. 

1
ορ

 Τπόπορ 

Είλαη εύθνιν λα απνδείμνπκε όηη ηα δεκηνπξγνύκελα ηεηξάπιεπξα KLMN , TLSN θαη KSMT  

είλαη παξαιιειόγξακκα, νπόηε νη KM , NL , TS  ζα δηέξρνληαη από ην ζεκείν G  θαη θαηά 

ζπλέπεηα ηα ζεκεία L,S,K  είλαη ζπκκεηξηθά ησλ ζεκείσλ N,T,M  αληίζηνηρα κε θέληξν 

ζπκκεηξίαο ην ζεκείν G  (ην ζεκείν απηό ιέγεηαη ζεκείν ησλ κέζσλ). 

Έζησ ηώξα 1c  ν πεξηγεγξακκέλνο θύθινο ηνπ ηξηγώλνπ MTN . Τόηε ν 1c  ζα δηέξρεηαη από ην 

θέληξν O  ηνπ θύθινπ )R,O(c  θαη ζα έρεη δηάκεηξν ηελ ROD  (δηόηη o90DN̂ODM̂O  ). 

 
 

Οη θύθινη όκσο 1c  θαη 1c  είλαη ζπκκεηξηθνί σο πξνο ην ζεκείν G  (επεηδή νη ηξηάδεο ζεκείσλ         

πνπ ηνπο νξίδνπλ είλαη ζεκεία ζπκκεηξηθά σο πξνο ην ζεκείν G ).  

Άξα ν θύθινο  1c  ζα έρεη αθηίλα 
2

R
 θαη ζα δηέξρεηαη από ην ζεκείν O (πνπ είλαη ην ζπκκεηξηθό 

ηνπ ζεκείνπ O  κε θέληξν ζπκκεηξίαο ην ζεκείν G ). 
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Με όκνην ηξόπν απνδεηθλύνπκε όηη θαη νη θύθινη 2c , 3c , 4c  ζα έρνπλ αθηίλα 
2

R
 θαη ζα 

δηέξρνληαη από ην ζεκείν O . Άξα ηα θέληξα ησλ θύθισλ 1c , 2c , 3c , 4c  ζα αλήθνπλ ζην θύθιν κε 

θέληξν ην ζεκείν  O θαη αθηίλα 
2

R
. 

 

Τα θέληξα ησλ θύθισλ 1c , 2c , 3c  θαη 4c  (πνπ είλαη ηα κέζα ησλ OA ,OB ,OC  θαη OD  

αληίζηνηρα) νξίδνπλ ηεηξάπιεπξν κε πιεπξέο παξάιιειεο πξνο ηηο πιεπξέο ηνπ ABCD . 

Άξα θαη ηα θέληξα ησλ 1c , 2c , 3c , 4c  (πνπ είλαη ηα ζπκκεηξηθά ησλ 1c , 2c , 3c , 4c ) ζα νξίδνπλ 

ηεηξάπιεπξν όκνην πξνο ην αξρηθό. 

 

2
ορ

 Τπόπορ 

Γηα ηνλ δεύηεξν ηξόπν απόδεημεο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ραξαθηεξηζηηθέο ηδηόηεηεο ηνπ θύθινπ 

θαη ηεο επζείαο ηνπ Euler ηξηγώλνπ. 

Τα κέζα ησλ πιεπξώλ, ηα ίρλε ησλ πςώλ θαη ηα κέζα ησλ επζπγξάκκσλ  ηκεκάησλ πνπ 

ζπλδένπλ ην νξζόθεληξν κε ηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγώλνπ βξίζθνληαη επάλσ ζηνλ ίδην θύθιν πνπ 

ιέγεηαη θύθινο ησλ ελλέα ζεκείσλ ή θύθινο ηνπ Euler ηνπ ηξηγώλνπ.  

 

 
Τν θέληξν   ηνπ θύθινπ ηνπ Euler βξίζθεηαη επάλσ ζηελ επζεία ηνπ Euler  θαη κάιηζηα είλαη 

ην κέζν ηνπ  ηκήκαηνο OH  (όπνπ O  είλαη ην πεξίθεληξν θαη H  ην νξζόθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ). 

Η αθηίλα ηνπ θύθινπ ηνπ Euler είλαη ην κηζό ηεο αθηίλαο ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θύθινπ ηνπ 

ηξηγώλνπ θαη ηζρύεη   

Με βάζε ηηο πξνεγνύκελεο πξνηάζεηο ζπκπεξαίλνπκε όηη, νη πεξηγεγξακκέλνη θύθινη ησλ 

ηξηγώλσλ KLS , LMT , MNS  θαη NKT  ( 1c , 2c , 3c , 4c  αληίζηνηρα), είλαη νη θύθινη ηνπ Euler ησλ 

ηξηγώλσλ ABC , BCD , CDA  θαη ABD . 

Τα ηξίγσλα ABC , BCD , CDA  θαη ABD  είλαη εγγεγξακκέλα ζηνλ ίδην θύθιν )R,O(c . 
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Άξα νη θύθινη 1c , 2c , 3c , 4c  ζα είλαη ίζνη κε αθηίλα 
2

R
. 

Θεσξνύκε ηώξα ηα ηξίγσλα ABC  θαη ABD . 

 

Σην ηξίγσλν ABC  ζεσξνύκε ην βαξύθεληξν 1G  (πνπ είλαη ην ζεκείν ηνκήο ησλ δηακέζσλ BS  

θαη CK ) θαη ην θέληξν 1O  ηνπ θύθινπ 1c  (πνπ είλαη ν πεξηγεγξακκέλνο θύθινο ηνπ ηξηγώλνπ 

KLS  θαη απνηειεί ην θύθιν ηνπ Euler ηνπ ηξηγώλνπ ABC ). 

 

Σην ηξίγσλν ABD  ζεσξνύκε ην βαξύθεληξν 4G  (πνπ είλαη ην ζεκείν ηνκήο ησλ δηακέζσλ AT  

θαη DK ) θαη ην θέληξν 4O  ηνπ θύθινπ 4c  (πνπ είλαη ν πεξηγεγξακκέλνο θύθινο ηνπ ηξηγώλνπ 

KNT  θαη απνηειεί ην θύθιν ηνπ Euler ηνπ ηξηγώλνπ ABD ). 

 

Εθόζνλ ηα ζεκεία 1G  θαη 4G  είλαη βαξύθεληξα (από ην ηξίγσλν KCD ) έρνπκε: 

2

1

DG

KG

CG

KG

4

4

1

1   νπόηε CD//GG 41 . 

 

Εθόζνλ ηα ζεκεία 1O  θαη 4O  είλαη θέληξα θύθινπ ηνπ Euler (από ην ηξίγσλν 41OOO ) έρνπκε: 

2
OO

OG

OO

OG

4

4

1

1   νπόηε 4141 OO//GG . 

Από ηηο δύν ηειεπηαίεο παξαιιειίεο, πξνθύπηεη 41OO//CD . 

Με αλάινγν ηξόπν απνδεηθλύνπκε όηη νη πιεπξέο ηνπ ηεηξαπιεύξνπ 4321 OOOO  είλαη 

παξάιιειεο  κε ηηο πιεπξέο ηνπ ηεηξαπιεύξνπ ABCD . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


